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1 Prérequis de la classe de premiere.

Soient U (X,Y, Z) et ¥ (X', Y'Z') deux vecteurs dans un repére orthonormé.
UV =XX'+YY' + ZZ ou
AT = ||V |Jeos (W)

17| = VX2 + Y2+ 22

005(7, 7) = II%T%W

- = =
gk
UAT =1 -2 3
4 -1 0

|7 AT =9+ 144 + 49 = /202
AT =0
U(UANT)=0

La forme cartésienne d’une droite dans le plan admet la forme suivante ux+vy+w =
0

La forme réduite d'une droite admet la forme suivante y = ax + b

r =2t—

{ f43 est la représentation paramétrique d’une droite (d) qui admet comme
Yy =-

vecteur directeur 7(2; —1) et passe par le point qui admet pour coordonnées (—1, 3)

Pour la forme cartésienne a = —% oua= )’%

Deux droites (D) et (D’) sont paralleles ssi a =a’ (pour la forme réduite) ou

== (pour la forme cartésienne).

(D) est perpendiculaire a (D’) si et seulement si a.a’ = —1 (pour la forme réduite)
ou uu’ +vv’ = 0 (pour la forme cartésienne)

Un cercle (C) admet 2 formes :



(x —a)®*+ (y — b)? = R? (forme cartésienne)

22 4+ y* — 2ax — 2by + ¢ = 0 (forme génerale du cercle)

R = va? + b* — ¢ est le rayon du cercle (C) et son centre est I(a,b) en utilisant la
forme génerale du cercle (C).

Soit le polyndéme du second degré f(z) = az® + bz + ¢ = 0.
On cherche & déterminer le signe du trindéme f(x). Pour cela on distingue 3 cas :
Premier cas : si A < 0 alors f(z) admet le signe de a pour tout x € R.

Supposons que a > 0, on obtient le tableau de signe suivant :

x —00 +0o0

f(z) +

et f(x)n’admet pas une factorisation.

Cas particuliers :

1. Sia+0b+c=0alors 2’ =1 et 2” = £ sont les racines du polynéme f(z)
2. Sia—b+c=0alors 2’ = —1 et 2" = —¢ sont les racines du polynome f(x)

Second cas :
Si A =0 alors f(z) admet le signe de a sauf pour la racine double qui 'annule .
Par suite on obtient le tableau de signe suivant :

xz — 0 x/ =7 —+00

f(x) + 0 +

Dans ce cas f(z) admet la factorisation suivante f(r) = a(x — 2/)? ou 2/ = 27
est une racine double de f(z).

Pour le troisiéme cas, on suppose que A > 0 alors f(x) admet deux racines distinctes
x" et x" et f(z) va admettre le signe de a a 'extérieur des racines, le signe de —a a
Iintérieur des racines et s’annulera sur les racines 2’ et 2”. On suppose dans ce cas
a > 0, on obtient alors le tableau de variation suivant :

f(x) + 0 — 0 +

Par suite f(x) admet la factorisation suivante f(z) = a(x — 2’)(x — x”)



Pour cloturer cette partie on va étudier le signe du quotient % et résoudre
I'inéquation % <0
x —00 -3 2 +00
—2
iT—S + - 0 +
Donc 'ensemble des solutions est S =] — 3; 2]

On donne f(z) = 2* + 22? + 32 — 6
On cherche a factoriser f(x). Pouur cela, on va utiliser la méthode de Horner vue en
classe de premiere dans le chapitre des polynomes.
Cherchons les diviseurs de la constante D_g = {+1, —1,+2, -2, +3, —3,+6, —6} et
puisque f(1) = 0 donc 1 est une racine de f(z).

1 2 3 -6
1 0 1 3 6
1 3 -6 0

D’apres le tableau de Horner, on pourra déduire la factorisation de f(x) suivante :
f(x) = (z—1)(2*+ 3z —6) et le quotient de la division de f(z) par x — 1 est de la
forme Q(x) = x® + 3x — 6 et le reste de cette division est R =0

Trigonométrie :

1. Soit a résoudre 1’équation suivante : cosx = %

En effet cosz = § = cos(5)

Alors x =  + 2km 2r] ou k € Z ou v = 5 + 2k7 [27] ot k € Z.

2. Résoudre les équations suivantes tanr = V3 et sine = %

En effet tanz = /3 donne z = z+km ouk € Z.

De méme sinx = % donne sinz = sin%.
Alors on obtient 2 solutions z = i 2kmroux =7 — st 2kt = %’T + 2km ou
keZ

Cas particuliers :
1. cost =0 donne x = 5 +krou k € Z
2. sint =0 donne x = kmrou k € Z
Formules de Linéarisation :
1. cosa.cosb = 3[cos(a — b) + cos(a + b)]
2. sina.sinb = L[cos(a — b) — cos(a + b)]

2
3. sina.cosb = L[sin(a — b) + sin(a + b)]



4. sina.cosb = L[sin(a — b) + sin(a + b)]

14-cos2a
2
6. sin’a = 71_6552“

Quelques exemples

cos(2x)sin(4x) = 3[sin(4x — 2z) + sin(4x + 2x)]

5. cos?a =

sin(2x) = 2sinz.cosx
sinx = 2sin(5)cos(3)

sin100z = 2sin(50x).cos(50x)

2 Chapitre 1 : Fonctions

2.1 Fonction continue sur un intervalle.

Rappels :
Définition 2.1.

1. Si Dy centré en O et f(—z) = f(z) alors f est paire par suite y'y axe de
symétrie pour (C}).

2. Si Dy centré en O et f(—x) = —f(x) alors f est impaire par suite 2’z axe de
symétrie pour (C).

3. Remarque : Une fonction f peut étre ni paire, ni impaire.

Définition 2.2.

1. z = a axe de symétrie pour (C/) si et seulement si f(a —z) = f(a + x) ou
fRa—z) = f(z)

2. I(a,b) centre de symétrie pour (Cy) si et seulement si f(a —z)+ f(a+z) = 2b
ou f(2a —x) + f(z) = 2b.

Propriété 2.3.

1. si lign f(z) = 00 alors © = a est une asymptote verticale.

2. si lioron f(z) =1 alors y =1 est une asymptote horyzontale.

3. silim f(x) = b od Dy =|a, +oo| alors A(a,b) est un point limite non atteint.
4. Si f(a) =b ou Dy = [a,+o0[ alors A(a,b) est un point d’arrét.
5

. Si lgon f(z) = oo alors (C) admet une asymtote oblique évenetuelle y = ax + b

Posons a = lim 1@ ot p = lim(f(z) — az).

T

1. Si a =0 alors (C) admet une direction asymptotique horizontale.



2. Si a = oo alors (C') admet une direction asymptotique verticale en oo

3. Sia = cte et b =00 alors (C) admet une direction asymtotique oblique d’axe
Yy =azx

4. si a = cte et b = cte alors (C) admet dans ce cas une asymtote oblique de la
forme y =ax + b

Théoréme 2.4. (d) : y = ax + b els une asymptote oblique en oo si et seulement si
lim(f(2) - ya) = 0

Théoréme 2.5. Position de (Cy) et (d)
Pour étudier la position de (Cy) et (d), il suffit d’étudier le signe de f(x) — ya.

Continuité en un point :

Théoréme 2.6. [ est continue au point a si et seulement si l(ilr_n flx) = f(a) =
lim f(z)

Ezemple 2.7. Soit f(z) = |z — 1]. On va étudier la continuité de f au point 1.

2?2—1s 22—-1>0
x) =22 -1 = =
fl@) = | {—xQ—l—lsi 2 —-1<0

On dresse le tableau de signe de 2% — 1

T —00 —1 1 +oo

2 —1 + 0 - 0 -

22— 1 si z €] —o0;—1] UL, +o0o]
—2?+1 s ze[-1;1]

f continue au point 1 si et seulement si l}r_n flz)=f(1) = lﬂn f(x).
En effet lign f(z) = 1}@1(—9&2 +1)=0

~ . s 2 o
De méme 1¥+n f(z) = lﬂn(x 1)=0

Donc f(x) = |22 — 1] =

f(1) = 0. Par suite f continue au point 1.

Ezemple 2.8. Soit la fonction g définie par g(z) = f(|z]) = (—2) si 2<0
—x) si x <

Pour x > 0 on a g(z) = f(z) alors la courbe représentative (C,) est confondue avec
la courbe représentative (Cf).

Pour z <0 on a g(x) = f(—x) alors (C}) est symétrique par rapport a l'axe y'y de
la partie de (Cf) correspondante & z > 0

{f(l‘) si x>0
f

2.2 Partie 2

Fonction continue et strictement monotone :
Si f est continue et strictement monotone sur U'intervalle I. Alors f(I) est de méme
nature que I avec f(I) ={f(z)/ x €I}



On va distinguer deux cas de monotonie et on va revéler pour chaque cas I'image de
quelques types d’intervalles et quelques propriétés associées.
Premier cas : f est croissante

1. L’image de l'intervalle [a;b] est [f(a); f(b)].
2. L’image de U'intervalle ]a, b] est ]hm f(x); f(b)]

3. w1 < x9 équivalent & f(z1) < f(xg).

4. f(z1) < f(xe) < f(x3) équivalent a x1 < x9 < x3
Second cas : f est décroissante

1. L’image de l'intervalle [a;b] est [f(b); f(a)]

2. L’image de Uintervalle |a; b] est [f(b); 161LI+11 f(@)]

3. w1 < x9 équivalent & f(z1) > f(x2)
4. f(z1) < f(xe) < f(x3) équivalent a x5 < g < 1y

Théoréme 2.9. Soit f la fonction définie par f: I v+— J = f(I).
Si f est continue et strictement monotone sur I. Alors f : I — J est une bijection

Ce théoreme est appelé le théoreme des valeurs inermédiaires.

Théoréme 2.10. Si f est continue et strictement monotone sur [a;b] = I. Alors
pour tout A € f(I), il existe une seule valeur o € R tel que f(xg) = A

Théoréme 2.11. Si f est continue sur [a,b] fermé. Alors f(I) = [m, M] ou m est
appelé le minimum de f sur 'intervalle I et M est appelé le maximum de [ sur
['intervalle I.

On pourra dire que l'image d’un intervalle fermé par une application continue est
un intervalle fermé.

Théoréeme 2.12. Si f est continue sur [a;b] et f(a).f(b) < 0. Alors l’équation
f(z) =0 admet au moins une racine « tel que a € [a;b).

Théoreme 2.13. Si f est continue sur lintervalle [a; b] et f est strictement monotone
(croissante ou décroissante)avec f(a).f(b) < 0.
Alors Uéquation f(x) =0 admet au moins une racine o tel que o € [a;b].

Théoreme 2.14. Géneralisation Si f est continue et strictement monotone sur
Uintervalle [a;b].

En plus f(a) < X et f(b) > X pour f croissante et f(a) > X et f(b) < X\ pour f
décroissante.

Alors f(x) = X admet une unique solution « tel que o € [a;b].

Théoréme 2.15. Théoréme des deuz gendarmes Si f(x) < u(x) < g(z) et lign(f(x)) =

lim(g(z)) = L.
Alors hén(u(:c)) =1



Remarque :
lggl(f(x)) existe si et seulement si lim(f(x)) = lim(f(x))

o g
Formes indeterminées :
Il existe plusieurs formes indéterminées : % ; 223 +00 —o00; et 0 X oo.

SN

) =1

h(I]n( "

2.3 Compositions de deux fonctions

I — f(I) ot 9 J
x = f(z) 9()
On définit la fonction g o f définie par g o f(z) = g(f(x)).
Le domaine de définition de g o f coincide avec le domaine de définition de f et par
suite on peut écrire Dyor = Dy.

Définition 2.16. Soient ! :

Remarque 2.17.
1. Si f(I) ¢ J alors Dyoy C 1
2. En géneral go f # fog

Théoréme 2.18. Si f est une fonction continue au point xg € I et g est une foncion
continue au point f(xg) € J.
Alors la fonction g o [ est continue au point xg € 1

Théoréme 2.19. Si f est une fonction dérivable au point xqg € I et g est une
fonction dérivable au point f(xq) € J.
Alors g o f est dérivable au point xo € I.

Avec (go ) (xo) = ¢'(f(z0) [ (x0) . Généralement (go f)(z) = ¢'(f(x)).f (x)

Ezemple 2.20. Soit f et g deux fonctions définies par f(z) = sinz et
g(z) = sin(x? — 3x + 1). Alors f'(x) = cosz et ¢'(x) = (22 — 3)cos(z? — 3z + 1)
Théoréme 2.21.

1. Si f et g sont deuzx fonctions ayant le méme sens de variations alors (g o f)
est une fonction croissante.

2. Si f et g n'ont pas le méme sens de variation . Alors g o f est décroissante.

2.3.1 Dérivées

Définition 2.22. Rappel : Une fonction f est dérivable au point a si et seulement si
f'(a™) = f'(a™)
Ezemple 2.23. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = |2? — 1|. Etudier la
dérivabilité de f au point 1.

22 —1 si z €] —oo; —1] U [1; +oo]
fla)=1]2* 1] = ) .

—z*+1si xze[-1;]1]
Donc f'(1%) = 1@(M) = lim(£=1) = li?(w) -9

1 1

z—1 z—1



F'(17) = lim( He-7y = 1}@(7—521) — 1@(%> _ 9
Alors on pourra conclure que f/(11) # f/(17), par suite f n’est pas dérivable au

point 1 et le point A(1;0) est dit un point anguleux ou point de remboursement.
Remarque 2.24.
1. Si f'(a) = 0 alors la tangente au point A (T)4) est horizontale.
2. Si f'(a) = oo alors la tangente au point A (T4) est verticale.
3. Si f'(a) = 1 alors la tangente au point A (74) est parallele a la droite
d’équation y = z(1lére bissectrice).
4. Si f'(a) =-1 alors la tangente au point A (7'4) est parallele a la droite d’équation
y = —x(2¢me bissectrice).
Remarque 2.25.
1. Si la fonction n’est pas dérivable en un point A lors dans ce cas la courbe
représentative de cette fonction admet deux demi-tangentes I'une a gauche

et I'autre a droite. On cherche a calculer I'angle que forme ces deux demi-

tangentes.
En effet tan a = tan[(T)q, (Ta),] = tan[(2'z, (Ta),)—(2'z, (T4)4) = f2ne—tand

l+tana.tanbd
pente(Ta)g—pente(Ta)a
1+pente(Ta)g.pente(Ta)a

2. La dérivée seconde au point a s’exprime par f”(a) = hgn(W) Cette
limite existe lorsqu’elle est finie.
Définition 2.26.
1. Une fonction f est convexe sur [ si et seulement si f”(x) > 0
2. Une fonction f est concave sur [ si et seulement si f”(z) <0

3. I(a;b) est un point d’inflexion si et seulemement si f”(a) = 0 en changeant de
signe.

4. Si f est concave alors la courbe représentative de f (C') tourne sa concavité
vers les y < 0.
Si f est convexe alors la courbe représentative de f (C') tourne sa concavité
vers les y > 0

Remarque 2.27. hm(f—g) = lign(g:(i)) ) seulement pour les formes indeterminées 3 et
@
Exemple hm(smx) % on a pphque la regle de I’hopital pour lever I'indétermination.

Donc hm(smx) = ( oL

3 Fonction réciproque

Théoréeme 3.1. Si f est une fonction continue sur [a;b] = I et f est strictement
monotone sur I. Alors f admet sur I une fonction réciprogque notée f=* définie par
f 1 —= f( 7t J - 1
_ et D1 = f(I
I v o ow=fy) P =0



Ezemple 3.2. Soit f la fonction définie sur ] — oo; 1[U]1; +o0 par f(z) = ££2.
Montrer que f admet une fonction réciproque sur [2;5].

En effet f'(z) = ﬁ < 0 pour tout x appartenant a Dy, on obtient alors le tableau
de variation suivant correspondant a f :

T —00 1 +00
f'(z) - -
+1 +o0
f(z) \ oo \ 1

Sur le tableau de variation [2;5] :
f est continue et strictement décroissante.
Alors f admet une fonction réciproque f~* dont le domaine de définition est Dj-1 =
f([2:5]) = [£(5); f(2)] = [2;5].
Déterminons I'expression de f~1(z) :
Onay= i%i’ Alors ry—x = x+3 ce qui donne xy—x = y+3. Ainsi z(y—1) = y+3
alors x = Y12 soit y = f~1(x) = % On pourra alors représenter les deux fonctions

y—1
par les diagrammes suivants :

[ 025 — [2; 5]
r e oy=flz)==2
ot 71 28] = [2; 5]
z o= fHr) =2

Propriété 3.3. Soit f une fonction définie sur un intervalle I qui admet une
fonction réciproque 1.
Alors f=Yo f =17 et fo f~t = 1; ot 1; est lapplication identique de I et 1; est
lapplication identique de J.
flof I — f)=J —1

r oo y=f@) = x=f)

Propriété 3.4.
1. f et f~1 ont le méme sens de variation.
2. Soit A(zo;yo) € (Cf).
Si f est continue au point zg € I. Alors f~1 est continue au point yo € f(I)

3. Si f est dérivable au point xoy € I. Alors f~! est dérivable au point yo € f(I).
En plus (f71)(yo) = m ot f'(z0) # 0.

Géneralement (f~1) (y) = ﬁ ot f'(x) #0 ety = f(x).

4. Alzo;yo) € (Cf) équivalent a dire que A(yo; zo) € (Cp-1)

5. (Cy)et(Cp-1) sont symétriques par rapport a y = x (1ére bissectrice).
Egalement La tangente (Ta) a (Cy) et (Ta) a (Cp-1) sont aussi symétriques
par rapport a y = x. Elles sont ou bien paralléles ou bien sécantes et se coupent
en un point de la premiére bissectrice

9



Ezemple 3.5. On suppose que la tangente (7)) a la courbe représentative de f admet
I’équation suivante y = x — 3.

On cherche & déterminer la tangente (7%/) & (Cy-1) symétrique de (T'4). Pour cela
on peut appliquer deux méthodes.

léere méthode : L’équation de (T4/) admet la forme suivante y — ya4 = s(z — x4/)
avee s = (F1) (1) = 7-)

2eme méthode : D’apres 1'équation de (T4) y = 2x- 3 on exprime x en fonction de
y donc 2z =y + 3 alors . = %y + % soit y = %x + % est 1'équation de (Tly/)

10



